Об одном способе регуляризации некорректно поставленных задач распознавания образов.

Д.П. Ветров

(Москва)

Введение.

На сегодняшний день, подавляющее большинство алгоритмов распознавания образов являются представителями параметрических семейств. При этом алгоритм 
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 ищется в соответствующем семействе алгоритмов 
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. Совокупность параметров 
[image: image3.wmf]a

 однозначно определяет алгоритм. Искомый алгоритм можно представить следующим образом: 
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. В качестве функционала 
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 обычно используется число правильно распознанных объектов обучающей или контрольной выборки. Заметим, что такая постановка задачи приводит к неоднозначностям (особенно на малых выборках) в силу того, что функционал качества принимает только целочисленные значения. Так как параметры 
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 обычно являются непрерывными величинами, то это приводит к тому, что максимум функционала качества достигается, вообще говоря, на континууме различных алгоритмов из семейства 
[image: image7.wmf]A

. Кроме того, такой функционал качества не учитывает возможности перенастройки алгоритмов, для предотвращения которой приходится применять независимые процедуры контроля и, таким образом, решать многокритериальную задачу оптимизации. Следовательно, классическая задача распознавания является некорректно поставленной. Заметим, что хотя в качестве искомого алгоритма всегда можно взять решение соответствующей оптимизационной задачи, оно может оказаться неустойчивым и почти наверняка неединственным. Для решения некорректно поставленных задач в математике используются различные методы регуляризации (т.е. сведения исходной задачи к корректной) [1]. 
В настоящей работе предлагается способ регуляризации функционала качества, который бы обеспечил корректную постановку и решение задачи распознавания.

Построение регуляризатора.

Рассмотрим гипотетический «идеальный» классификатор 
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,...,

1

{

:

l

R

K

n

®

, ставящий каждому объекту в соответствие его истинный класс. Про него известны лишь его значения в точках контрольной выборки 
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. Введем в n-мерном пространстве признаков следующую меру 
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Тогда классическую задачу распознавания можно переписать следующим образом:
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где 
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. Как было сказано выше, такая задача всегда имеет решение.

Допустим теперь, что классовая принадлежность объектов известна точно, а значения их признаков – с некоторой погрешностью 
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. Такая ситуация часто возникает при решении прикладных задач в которых классы являются объективными характеристиками объектов, а признаки – округленными результатами измерений некоторых показателей. Определим множество 
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 следующим образом:
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Другими словами, в множество 
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 попадают правильно классифицированные объекты, в 
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-окрестности которых, алгоритм А меняет ответ. Будем говорить, что на таких объектах алгоритм неустойчив. Очевидно, что практическая ценность от их правильной классификации невелика. Пусть 


[image: image20.wmf]))

(

)

(

(

)

(

d

qm

m

X

Y

A

+

-

=

F




(2)


Тогда при 
[image: image21.wmf]q

 близких к единице максимизация такого функционала будет обеспечивать получение устойчивого, насколько это возможно, решения. Заметим, однако, что при использовании функционала качества (2) единственность решения по-прежнему не обеспечивается, так как мера 
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принимает целые значения.

Пусть 
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, т.е. радиус максимальной окрестности объекта, в которой алгоритм А не меняет своего ответа. Не ограничивая общности, предположим, что 
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. Введем в рассмотрение следующий регуляризатор:
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Определение. Задача распознавания называется корректно поставленной в широком смысле, если

1) ее решение всегда существует

2) решение почти всегда единственно, т.е. вероятность того, что оно не единственно равна нолю

3) объекты, на которых решение неустойчиво считаются неправильно распознанными.

Теорема 1. Задача распознавания образов с функционалом качества (3) является корректно поставленной в широком смысле при 
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 и следующей ассимптотике:
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где 
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Заметим, что функционал, определяемый формулой (3) существенно зависит от параметра регуляризации 
[image: image29.wmf]d

. При больших 
[image: image30.wmf]d

 алгоритм становится менее «эластичным» и, следовательно, меньше подвержен перенастройке. Таким образом, выбор того или иного значения параметра регуляризации представляет собой компромисс между требованием эффективности (т.е. высокого процента правильно распознанных объектов контрольной выборки) и устойчивости по отношению к изменениям значений признаков. Кроме того, справедлива следующая

Теорема 2 (О сходимости). Для любой задачи распознавания существует константа 
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, такая что при всех 
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, решение задачи с регуляризатором 
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 совпадает с одним из решений задачи (1).

Заключение.

Использование регуляризатора позволяет получить единственное, в некотором смысле «наилучшее» решение. В качестве примера рассмотрим задачу дихотомии с помощью построения разделяющей гиперплоскости. Предположим, что классы линейно отделимы. Очевидно, что в этом случае можно построить континуум гиперплоскостей верно классифицирующих все объекты выборки. Несложно видеть, что использование регуляризатора (3) приводит к построению оптимальной разделяющей гиперплоскости, которая единственна [2]. При использовании алгоритмов, основанных на вычислении апостериорных вероятностей принадлежности объекта к классу, можно легко вывести приближенные  конструктивные формулы подсчета значения 
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. В заключение отметим, что за счет ассимптотики, определяемой теоремой 1, можно проводить максимизацию функционала в два этапа: сначала минимизировать первые два слагаемых, а затем остальные. За счет такой процедуры, время обучения можно значительно сократить.
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